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CLASA a IX-a
Subiectul 1.
a) Rezolvati in R inecuatia Ll <2.
X_
. o a2 X X X
b) Determinati xR astfel incat x :3-[—}+[x]-{—}:5-[—] unde [a]
X—-1 X—-1 x—-1

reprezinta partea intreaga a numarului real a.

Subiectul 2.
Daca X, Y, z€[0, + ) si X+ Yy+z=3, aflati minimul si maximul expresiei

E=X(y+3) +4/y(z+3) +/z(x+3).

Subiectul 3.

Fie patrulaterul convex ABCD si punctele Hi, H, ortocentrele triunghiurilor ABC,
respectiv ABD. Demonstrati ca daca CDH,H; este paralelogram, atunci ABCD este
patrulater inscriptibil. Reciproca este adevarata ?

Subiectul 4.
Medianele duse din varfurile A, B, C ale triunghiului ABC intersecteaza cercul

_— s —

circumscris acestuia in punctele D, E, respectiv F. Daca AD + BE +CF =0, aratati ca
triunghiul ABC este echilateral.

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte dela 0la 7.

SUCCES!
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BAREM DE CORECTARE CLASA A IX-A

Subiectul 1.
a) Rezolvati in R inecuatia Ll <2.
X —
o NV X X X
b) Determinati xeR astfel incat x*=3-| — |+[x]-| — |=5-|—— |, unde [a]
x-1 x-1 Xx—-1
reprezintd partea intreaga a numarului real a.
Solutie:
a)L<2<:>L—2<0<:>ﬂ<0<:>Xe(—oo,l)U(z,+oo). ............................ 1p
x-1 x-1 x-1
b) Daca [LJ =0, obtinem imediat X =0, care este solutie. .........ccceevvrrcrrerrrrrnnenne. 1p
X —
Daci [LJ # 0, atunci impartind a doua egalitate cu [LJ , rezultd [x]=2 si deci
X— X —
X E[2,8) ¢ e 1p
Prin inlocuire, observam cd X =2 nu este solutie. Asadar X €(2,3). ...cccocvvrrvinnenee. 1p
Deoarece 0<x—1<X si tinand seama de rezultatul de la punctul a), deducem ca
Ll (1, 2). Aceasta conduce la {LJ =1 siimediat1a X=5. ccrevrcrerrcrrerrrrnee 2p
X — X—
Asadar S = {0, \/g} .................................................................................................... 1p
Subiectul 2.

Dacd X, Y, z€[0, + ) si X+ Yy+2z=3, aflati minimul si maximul expresiei
E=X(y+3) +4y(z+3) +/z(x+3).

Solutie:

Metoda 1 a) EZ =(y/x(y +3) +/¥(z+3) +/2(x+3) )2 >

2\/x(y+3)2 +\/y(z+3)2 +\/z(x+3)2 =3(X+ Y +Z)+XY+YZ+ZX2 oo, 2p
Rezultd E >3, minimul eXpresiel Ste 3 . . ..ov i 1p
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cu egalitate, de exemplu, pentru X=Y =0, Z=3. ..o 0,5p
C-B-S
E? =(\/x(y+3) +y(z+3) +\/z(x+3))2 =(\/§-1/y+3+\/§- z+3+\ﬁ-\/x+3)2 <
SXAY+HZ)(Y+H3+HZ4H3+X+3) =312 =30, 2p
Rezulta E <6. MaxXimul eXPreSiel €SIE 6. .......coveiiiieiieiie et 1p
Egalitatea are IoC Pentru X =Y =Z =1. ..o 0,5p

Metoda 2 /x(y+3)=X(x+2y+2z)>+x-x=x. Analog +y(z+3)>y si
JZ(x+3) >z. Atunci E>x+y+z=3.
2E = J4x(y +3) +/4y(z+3) +J4z(x+3) <

Rezulta E <6.

4x+y+3+4y+z+3+4z+x+3_
2 2 2

12.

Subiectul 3.

Fie patrulaterul convex ABCD si punctele Hi, H, ortocentrele triunghiurilor ABC,
respectiv ABD. Demonstrati ca daca CDH,H; este paralelogram, atunci ABCD este
patrulater inscriptibil. Reciproca este adevarata ?

Solutie: Consideram O; si O, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC,

respectiv ABD. Conform teoremei lui Sylvester au loc relatiile 0,A+0O,B+0,C =0;H; si
O,A+0,B+0,D=0,H, . oo 2p

CDH;H; paralelogram = CD=H,H, < C01+9p; +0,D= |-|101+915f2 +0,H, &

& -0,+0,D=-0H,;+0,H, & -0OC + B0 =-0,A-0B-0C +0,A+0B+ OO0 <«

&0=-0,A-0B+0,A+0,B < 0=2-0,0, < ABCD inscriptibil. ....................... 4p
Reciproca este falsi deoarece daci ABCD este inscriptibil cu <ACB =<ADB =90°,
atunCl Hy=C s Hy=D . oo, 1p
Subiectul 4 .

Medianele duse din varfurile A, B, C ale triunghiului ABC intersecteaza cercul

_— s —

circumscris acestuia in punctele D, E, respectiv F. Daca AD + BE + CF =0, aratati ca
triunghiul ABC este echilateral.

Solutie:
Fie M, N, P mijloacele laturilor BC, CA, respectiv AB. Triunghiurile AMB si CMD sunt
2
asemenea, rezultand AM _ BM si de aici, cu notatiile consacrate, AM - DM &
CM DM 4
.......................................................................................................... 1p
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2 2 2
in continuare AM -(AD — AM ) =2 sau, altfel AD _at4 AMT
4 4.-AM
a’+4-AM?

De aici obtinem AD= PRNYE -AM, care se poate scrie vectorial

2 2 2
AD =4 AMT M sau AD=[14+ & | AM .
4. AM 4. AM

— b2 ) oo . Ac N
Analog BE:(1+4-BN2]'BN si CF:[1+4-CP2)CP' ...................................... 1p
Deoarece  AM =—(AB+AC), BN =(BA+BC)==(-AB+AC-AB)-
2 2 2
~~(-2-AB+AC) si CP=_{CA+CB)=(-AC+AB-AC)-(AB-2-AC)
rezulta ca A—Ijzl{l+ a’ Zj-(ﬁ+ﬁ), ﬁ=1(1+ b* 2]-(—2-E+E) s
ol =" 4. AM 2\" 4-BN
ﬁ’:%(u _CCZPZJ.(A—B’_z AC). e 1p

Deoarece AD + BE +CF =0, rezulti

2 2 2 N 2 2 2 N
I R - P L [ Yol S
2\ 4.AM2  4.BN?  4.CP 2\ 4-AM2 4.BN?  4.CP

a’? 20> c?
am? BNZ Top? P a2 b2
aici . Rezulta imediat s= 5= (¥ s 2p
a’ 2h? c? AM BN CP
2 2T 2T
AM BN CP

_ o , 2(0°+c?)-a’
Metoda 1 Conform teoremei medianei AM*‘ =

, rezultdnd apoi ca

a’ 432

= s1 analoagele.
AM 2 2(b2+cz)—a2 ’ 8

2

(*) devine 4a B 4b? B Ac?
2(b2 +cz)—a2 - 2(02 +a2)—b2 - 2(a2 +b2)—c2 '

Impartind cu 4 si aplicand proprietatea sirurilor de rapoarte egale, obtinem
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a’ B b? B c? 1
Z(b2 +C2)—a2 2(02 +a2)—b2 Z(a2 +b2)—c2 3
De aici deducem usor ca a’?=b%=¢c? si apoi ca triunghiul ABC este echilateral. ..... 2p
a b ¢
AM BN CP
Evident avem si % :C/_Z’ adica AN
CP BN

suplementare, rezulta ca triunghiurile ANB si APC sunt asemenca si de aici
<ABN = <ACP. Trapezul BCNP este asadar inscriptibil si deci isoscel. Din BP =CN
rezulta ca triunghiul ABC este isoscel cu baza BC. Din prima egalitate se deduce ca
triunghiul ABC este isoscel si cu baza AB.

Metoda 2 (*) este echivalenta cu . Sa consideram ultima egalitate.

:g. Deoarece «xABN si <tACP nu pot fi
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